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怪1 引 宫

我们讨论的向题是解亚定方程组

A今 = 石,
一 _

( 1
。

l )

其中 A = 〔a : , a 二 ,

…
, a

; .

〕任r
x . , 碗 ) 月 ,

ar kn ( A ) = n 。

设 a : 、
a ,

分别是 A 的最大
、

最小奇异值
。

则当

K :
( A ) = a :

/口
:

> > 1

时
,

传统的解 (1
.

1) 的数值方法都会遇到不同程度的困难
,
往往使算法严熏失忿

近年来讨论较多的一类 递推算法 〔 1〕
、

〔2〕
、

〔4〕
、

〔幻 是解病态线性方程 组 的 有 效算

法
,

如 〔4〕讨论了下列算法
:

算法 I

( 1 ) 用直交化方法确定 R ( A ) = s p a n 〔a : ,

…
, a 。

〕的一组标准直交基 p: ,

p
: ,

…
,

p
。 ,

且 P .
任。 P , n 〔 a : ,

…
, a 一 z〕山多

( 2 ) 令 x 。 = 0
,

对 云= 1
, 2 , … , n

计算

x . “ x ; 一 : + a , P’ , a ` = ( b一
a
不x

`一 :
) / P丁

a ` ,

其中 b .
为 b 的第 f 个分量 ,

(3 ) x
。

就 是 ( 1
.

1) 的极小范数解
。

这一类算法的基本思想是在第 k步求得 x , ,

使 x 、
为 ( 1

.

1 ) 的前 k 个方程的 解
。

这

类算法的关键在于逐次构造 A 的象空间 R ( A ) 的直交基向量
,

而这一组直交基 向 量 精

度的差异 (P ` 任 s aP n 〔a ; ,

…
, a ;一 , 〕

七

的破坏 ) 又受 A 的条件数的严重影 响
。

例 如
,

我们

在算法 1的第 ( 1) 步用改进 G ar m 一 cS h m idt 直交化方法来求得 P : ,
P: , … ,

.P
,

且令

Q 于〔 P:

为精确的 ( 理论上的

设下已经证明 〔 ` 〕 :

1{I 一 口

,

P
Z ,

…
,

P
。

〕

) 列直交阵
,

Q = 〔 P : ,

P
: , … ,

P
。

〕为实际算得的矩阵
,

一

则在 一 定 假

I 口 }!
< _ 丛卫 _

、

( i 一口)告

: 蚤(
: + i ) 、 2 一 ,

l}且 }}
:
! }尺

一 ,
11

2 ,

声= 3
.

4 2 、去( : + l + 2
.

5 m ) 2
一 ,

}}且 }}
:
}}尺

一 `
!1

2 .

1 9 8 6年 9 月 4 日收到
.
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而
·

_

11A !}
二

!IR
一 `

11
: 《 。蚤兀

:
(通)

。

因此
,

确定 及 ( A ) 的直交基是这一类递推算法的重要问题
.

本文给出了一类解病态线性方程组 ( 1
.

1) 的递推算法
,

其基本恩想是引进一个 可供

选择的 。 又 二 非奇异上三角阵 平
,

使得 A平 的列向量有较强的线性独立 性
。

据 此 确 定

R ( AW )的一组直交基 P : ,

P: .

…
,
P

: ,

使得

P , 任 R ( A一
:
) -J = s p a n 〔a : ,

…
, a , _ , 〕占 ( 1

。

2)

狂 给出了基本算法 ; 如 讨论基本算法的 性 质 , 叙 方 法 的 实 现 及矩 阵 W 的 选 取 ,

如 R ( A ) 的直交基对解的影响 , 拓数值结 果表明本文讨 论的算法有很好的数值稳 定性
.

恳2 墓 本 算 法

在本文讨论的一类递推算法中
,

所不同的是确定 满 足 p
. , : 任 (R A

.

)山 ( i = 0, 1
,

2
,

… ,二一 l ) 的标准直交向量系 P
; ,

P: ,

…
,
P

。 .

也就是说
,

若 Q, Q厂是 (R A, ) 的直交 投 影算

子
,

则就可以有

P. + : = 以 I 一 口
.

Q丁)
a : + , 〕 /刀

. , : ,

i = 0
, 1 , 2 , … , ” 一 l 。

( 2
.

1 )

其中

夕
. + : = 11( I 一 Q

,

口了) a ` , :

1!
2 ,

得到 R ( A ) 的一组互相直交的基底
。

这个算法的关键在于确定对所有 i 都有加
+ : 任R ( A

. ) 吉 的 R ( A ) 的直 交 基底 { P。 }
。

而这又取决于 A 的列向量间的相关性程度
,

为此可以 采取下列二和途径加以克服
:

(l ) 当 A 的列向量间有较强的线性相关性时
,

就确定 A 的伪联
,

作为亏 秩 问解求

解 ;

(2 ) 引进非奇异条件予优矩阵 P
,

使得 A p 的条件比 A 的条件要好
,

然后解

A P , = 乙 一 ( 2
.

2)

得

x = P鲜

上面两种处理方法对病态问题往往都能收到一定的效果
。

( 2
。

3 )

这里我们是引进一个可供选择的非奇异上三角阵 W
,

使 A W的列向量有 较 强 的线

性独立性
,

由此构造满 足 +7P
: 旬 二 O (笋= 1 , 2 ,

…
,

O的 R ( A )的直交基向量 P : ,

九
, … ,

么
。

这个算法与条件预优方法有所不同
,

它不是建立与 l(
.

1) 等价的条件预 优方程 (2
.

2)
,

而是以 A平 的列向量来确定 R ( A ) 的一组直交基向量
,

而可望 这一组基向量能较 好地满

足 ( 1
。

2 )
。

设引进的
” x 孔 阶非奇异上三角矩阵 W 为

平 = 〔。 , , 甲 ; ,

…
,

招 ,〕
,

A = 〔 a , ,

…
, a , 〕

,

乙= 〔吞
, , … ,

b , 〕个
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则可以构造下列算法
:

算法 I (基本算法 )
卜 、

( i ) 砍定非奇异上三角矩阵平
二 〔 , ; , … ,留

。

〕
,

令 x 。 = o ,

H
。 = I ;

(2 ) 对 卜 1 ,

2
,

一
, n
计算

均二 H
。一 ,

A留 t, 认 = “ /吞
, ,

民 = n
, .
!卜

,

x 。 = x 卜 : + a , P。 , a , == ( b。 一 a

介
。 一 ,

) / P孙
.

H
. 二 H

, 一 : 一 P
。
P丁,

(3 ) 若
。

就是 (1
.

1) 的极小范数解
。

貂 算法的基本性质

算祛 I 中的寻查方向 { P
`

}
、

校正矩阵 { H , } 和解向量 { x . } 有一些重要的性质
。

定理 1 由算法
一

I 得到的向量系 ,
、 ,

p
Z ,

…
,

p
.

是一组标 准直交向量系
,

且满足

Po
.

l

任R ( A口占
,

f 二 1 ,

2
,

一
, n 一 1

一

( 3
.

1 )

证明 由于 平 = 〔 , , , … , 留
二

〕是 打 x 二 上三角矩 阵
,

故 A留
;

是 a ; , a : ,

…
, a ,
的 线 性

组合
,

则利用数学归纳法不难证明 P
: ,

p
Z ,

…
,

P
。

是一组标准直交 向量 系
,

又 由 于 P
,

是

A拟 ; ,

A , : , … ,
A招

。

的线性组合
。

故

, p a n 〔 P
I , … ,

P。〕 = s P a n 〔A脚
; ,

…
,

A留
,

〕 = s p a n 〔a : , a : ,

…
, a .

〕
。

而

P
, + ,
任 s P a n 〔 P

, ,

P
: , …

,

P
,

〕书

则有
: p . + x 〔 s p a n 〔a , ,

…
, a ,

〕山

定理得证
`

( 3
。
1) 式在构造递推算法中有重要的作用

。

定理 2 对 f 二 1 , 2 ,

一
,

n, 由算法 I 得到的校正矩阵 {H
,
} 满足

H丁二 H . ,

H气二 H
;

`

(3
.

2)

f 0

H . P , 二 悦
、 P J

f ) i

i < 1’
( 3

。

3 )

H , H , 二 H , ,
.

7) 1

也就是锐 , H ,
是 R ( A

,
)占 上的直交投影算子

。

证明 由 H
,

的表达式及 H
。 = I

,

易见

( 3
。

4 )

H ` = H了
。

(3
.

5)

由定理 1得 {P
.
}为一直交向量系

,

则用数学归 纳法可以证明 H气二 H . ,

这就证明了 ( 3
.

2)

式
,

即 H
.

为一直交投影算子
.

又由于当 f ) i 时
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H .勿二 I( 一 习 乡` 叮 ) Pl = 0
,

舀 , 1

( 3
。

6 )

而 f < l’ 时有
口 心

`

H“ 一 `卜耳*P ` ” ,= 如 争
.

7 )

又因为

勿 〔 R ( A卜
1
) ,

故 H
.

是 R (儿广 的直交投影算子
。

另一方面
,

当

夕

H t H , 二 H ,
( H一 习

血 , 云+ 1

P。 叮 )

价
夕

“ H一 习
白一省+ 1

久叮

“

H’.
由 ( 3

。

5 )一 (3
。

8) 定理得证
。

由定理 1
。

2 可以证明

定理 3 设直交向量系 P : ,

少: ,

( 3
。

8 )

口. 二 〔p : ,

一
,
P一口

,
i =

二
,
乡

.

由算法 I

1 ,

2
,

…
, ”

( i 时

得袖i
,

并令

贝11

R (口
,

) 二 R ( AW ) 二 R ( A ) ( 3
。

9 )

H . 二 I 一 Q . 口屯
, r a n k ( H

.
) = 二一 i

.

f = 1 , 2 ,

…
, n

由此可以看出
,

算法 I 给出了构造 R ( AW ) 的直交基底的方法
,

得到解 (1
.

1) 的一类递推法
。

更进一步有
:

定理 4 设 x ` 是算法 I 在第 f 步得到的解
,

则

X = 从 + H渭
, 夕〔 R’

.

( 3
.

1 0 )

并以此为寻查 方向

( 3
。

1 1 )

( 3
。

12 )

/了,.....于里
ó

.、

一一X

、

、、.....̀....百,产

叮
.。.

叮
产̀.......t军

、

的通解
,

而 x .

是 ( 3
.

1 2) 的极小范数解
。

证吸 因为 乡:
声

: ,
·

” ,
九 是 R (击 ) 的一组直交基

,

故 A
.

总能表示成

A 。 二 〔P : ,

…
,

p ,〕R . 二 Q
.
R

-

其中 R
,

是 坛x i 非奇异阵
,

因此

( 3
。

13 )

A
`

对
= 口

` 工

Q 。

这样对任何 , 〔 r 都有
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H
,

, = ( I一 Q
;

口T )
, 犷〔 N ( A丁)

这里 N (姓丁)为 A丁的零空间
,

而 芜 是 (3
.

1 2) 的一个解
,

故

x 二 X , + H ,穿

息怡
.

12 ) 的通解
.

下面证明由算法 I 得到的 xt 是 (3
.

1劝 的极小范数解
。

由 ( 3
。
1 4 ) 得

厂
x = 义下尤

, + 2 ,甲 H
, x , + ( H

,夕) 甲 ( H
` , )

( 3
。

1 4 )

故

了戈 ) 灯 x : + Z-yr H忱 . 。

由于 x `
能够表矛成 夕

, ,

乡: ,

…
,
P.
的线性组合

,

再利用 (3
.

3) 式得

H lx . = O
。

因此
价

厂二 ) 灯
二 , 。

敌由算法 I 得到的 x .
是 (3

。

1 2) 的极小范数解
,

也就有

推论 由算法 I 得到的 x
:

是 ( 1
。
1 ) 的极小范数解

。

料 方法的实砚及矩阵W的选取

由前面的讨论
,

我们可以看出
,

算法 I 的基本步骤大致可以 分为两步
,

首先是确定

R ( A平 )的一组直交基 P : ,
乡: , … ,

P
。
; 然后再根据这一组直交基构造递推公式

。

因此
,

我

们可用下列基本步骤来实现
。

算法 I

(1 ) 确定
: x n 非奇异上三角阵 平 二亡川 : , … ,留

.

〕
,

令 x 。 = 。 ;

(2 ) 用直交化分解 ( 如改进 G ar m 一 S hc m 记 t 方法等
,

但无需存贮上 三角 阵 R ) 得

到 R ( A平 ) 的直交基 P : ,

P: ,

…
,

P
二
;

( 3 ) 对 艺= 1 , 2 ,

…
, :
计算

x , 二 x , _ , + a , P褚; a : = (乙
; 一 好 x , 一 ; ) P/ 万

a ; 多

( 4 ) x
,

就是 ( 1
.

1 ) 的极小范数解
。

在基本算法 I
、

l 中都需要确定 扎 x :
的上三角阵平

,

从理论 上 讲
,

只 要 万非奇

异就能保证

R ( A W ) = R ( A )
,

故对 A平 的列向量进行直交化的过程就能得到 R ( A ) 的一组直交基向 量 乡: ,

,’.
,

p
, 。

而

要求 W 为上三角阵是为了保证

P
.
任R ( A卜

; ) 山 ( 4
一

1 )

的条件成立
。

也就是说
,

只要 平为非奇异的上三角阵时
,

算法 I
、

l 总能继续 下 去
。

但是对 W 的不同选取
,

效果是很不相同的
,
在 这里 W 的选取是重要的

, 无疑我们
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要求 A平的可向量有较强的线性独立性
。

另一方面
,

我们可以这样看
。

设 A 有直交分解
. .

「

A

其中 Q
,
为 。 又 ”

= 口
: R ;

( 4
。

2 )

的列直交阵
, R :

为
: x ,

的上三角阵
,

若取

平 二 R护

则 R ( A平 ) = R (口: )
,

故 A平 的列向量为直交向量
, 这当然是最理想的

。

但 由于我 们是

在有限精度的计算机上计算
,

这种选取矩阵平 的方法有时是不现实的
.

但 这也 给 我们

以启发
,

如果取 (4
。

2) 中上三角阵 R :
的近似逆阵作为 W

,

可望 A班的列向量有 较 强的

线性独立性
。

设 ( 4
。

2 ) 中的矩阵 R :
为

、 .厂...lse
少

1 1 1 r 1 2

… t i ,

r 2 2

…
了 2 .

( 4
。

4 )

了了.........、
ó

一一厄几R
脚

O

二二
我们把由元素

, : : , r Z : ,

…
,
八

.

组成的主对角线称为 R :
的第 1多对角线 , 把

: : : ,

一
,

.1
_ , , ,

称为 R :
的 第 2 条对角线 , ~

·

, : ; 。 ,

…
,
八

一 。* : , 。

称为 R 。
的第 k 条对角线 ; 显然

R ,
的第

,
条对角线由单个元素

: : 。

组成
。

这样我们取 R :
的前 k 条对角线组成的矩阵的逆阵作为 W

.

为了区别起见
,

我们以

W
。 ,

平
: ,

…
,

平
,

表示

平
。 = 1

5

: O

{
卜0à

户̀.............、I

ù

一一W! 一 1 , ~ 1一
r . `

O瑞尸
。 。

lt

.t

Cà九

夕̀.̀.........、

一一平

平
。 二

}
O

O
’ .

犷一 ` + 1 , ,

r 一 l , .

1簇 k成棍

计算 u) 、
有一个简 单递推式

,

记 绍、 = 〔。 , 〕
,

则

留。` = 1 /
: ` . ,

f = ]
_

, 2
,

…
, 二 。

!刀老 , 套+ l =

夕

一 ( 艺 : 。 , , ; , :。 , 十 : , , + s ) /
: , ,

= 1
, 2 , … ,

k一 1
。
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留。
的其 它元素为 。

。

如 的表 4可以看出
,

不同的选取 无
,

结果一般是不同的
, 绮

而当
一

且

为极端坏条件 ( 如 H il玩 rt 矩阵 ) 时
,

k 一般要比较接近于
二。

若诬为一般坏条件 矩阵

时
,

k 可取小一些
,

如〔粤〕
.

数值结果表明
,

这种处理方法对病态线性方程组是 很有效’ J ’ 扮
一

J

一 ,J
’

一
矛 刀一 2

一 ’

一
-

一一
` ’ 一 r 一 / J

“ , ” `
一

-

一一
’

一
`

一

` ’

“ ~ 一 一尸
’

一一份
’ 一

厂一
`

一

的
。

上面的讨论可归纳成下面的算法
.

算法万

( 1 ) 对 A作直交分解 A 二口沐
: ,

(2 ) 确定 1 ( 无( : ,

进行下列计算

( 2
0

1) 对 龙 x 旅矩阵 平置零
,

即 0 今W ;
-

( 2
。

2 ) 对 l = 1
,

2
,

…
,

k 一 1 计算

对 f = 1
, z ,

一
, n 一 l 计算

5 5 = 0
。

0
,

对 挤= 1
, 2 ,

…
, l 计算

ss = ss 十式 i
,
萝+ )’)

*

诫 i + i
,

f +l )

e n d i

。 ( f
,
f + l ) = 一 5 5

/
r ( f

,

奢)

e n d i多

e n d l
-

( 3) 对 AW 进行直交分解得到直交阵

Q = 〔P : ,
P : ,

…
,

P
,

〕;

( 4 ) 令 x 。 == 0
,

对 i == 1
,
2

,

…
, n
计算

’

x . = x一 : + a .
P

. , a 。 = ( b
。 一 a
认

。一 ;
) / PZ

a 。

( 5 ) x
。

就为 ( 1
。
1 ) 的极小范数解

。

另外
,

我们知道上面算法的极端倩形是取 平 = R了`或 W 二 I
,

当 平 二 I 时算 法丁 就

退化为算法 I 多 当取 W = R r
`
时

,

若不计舍入误差应有

AW
= 口:

.

( 4
.

6 )

但 由于精度所限及坏条件影响
,

( 4
。

6) 一般是不 成立的
。

但 这时对 口
:
作直 交 分 解

,

即

Q : = Q R ( 4
.

7 )

然后以 O 的列向量为递推算法的寻查方向
,

得到 ( 1
.

1 ) 的极小范数解
,

这 时 有算法
,

算法V

( 1 ) 对 A 作直交分解 A = 口
L
R I ;

( 2 ) 对 口
:

作直交分解得到 (R A ) 的直交基

Q 二 〔P l ,

P
: ,

…
,

P
。

〕
。

( 3 ) 令
x 。 = 0

,

对 i = 1 , 2 ,

…
, n
计算

x 。 二 x . _ , + a ,
夕

, , a 。 二 ( b一
a丁 x 一 ;

) / P丁a .
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( 4) .x 就是 ( 1
.

1) 的极小范数解
.

这个算法的数值结果明显地高 于 W二 I 时 的 情 形 ( 比直接取 平 = R丁’
稍差一些 )

,

也

是解病态线性方程组值得推荐的一个算法
·

拓 R( A )的宜交甚对解的形晌

前面我们讨论了算法的基本性质及具 体实现
,

这里我们要讨论这样两个问题
’

,

其一

是 ( 1
.

1 )的子方程组的解与 ( 1
。

1) 的解的关系 ; 其二是 R ( A ) 的直交基对解的影响
。

首先我们注意下列数值例子
,

设问题为解

」工 = b ( 5
。

l )

其中

A 二 〔a , , 〕
, a . ; = a , . = 1 ,

i = 1
,

2
,

…
, n

a , s = a `一 : , , + a `

小
: i

,

j = 2
,

…
, 犯 -

b = 〔b一
,

…
,

b
.

〕甲
-

b . = 习
a , ,

才一 1

这时 ( 5
。

l) 的精确解
x * 二 〔 1

。

1 ,

…
, 1〕几 例如

n = 5 时
,

!
,

卜 〔5 ,
1 5

, 3 5 , 7。 , ` 2 6〕”了了....皿.,.......

一一A

当 n 较大时 ( 例 n = 20
,

30
,

40
,

… )
。

这类矩阵是极端坏条件的
,

但我们用 算法

I 在计算机上进行计算
,

得到的解 x 的相对误差却接近于 。 ,

这是什么 原 因 呢 ? 事实

上
,

我们仔细分析一下就可以发现
,

由算法 I 得到的

二 , =

鱼一
。 : 一 。 , 一 〔1 , 1 ,

…
, 1
几

aT
a :

这就是说
,

用递推算法 I 得到 (5
。

1) 的第一个方程

口丁尤 二叭

的解刚好就是整个问题的解
。

故若忽略舍入误差的影响应有

X
* = x 卜 l = … = x l 。

更一般地可以明证

定理 4 设才是方程组

儿V/
.

刃r
`

、

!
!
ó

产/

X

、...... .........

甲1了」a

…
a

夕护......t、
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的 解
,

则甘为 ( 1
.

1 ) 的解 尹 的充要条件是

a , + , = 0 ,
k = 1 ,

2
,

…
, , 一夕

。

( 5
。

2 )

这个定理告诉我们
,

若 由递推算法得到 x : , x : , … ,

能是 *x 较好的近似
,

则 l内
, *

I就

较少
。

这时有可能得到好的数值结果
.

问题 ( 5
。

1) 的结果就属此例
,
关于 {约 } 对 解 的

影响及其校正公式已有 〔 ` 〕 讨论
。

另一方面
,

我们注意到算法 I 的计算公式
,

其中
a 。
的选择是 使 得 x .

是 a

称 = b
`
的

解
。

而

P
, 〔 R ( A

。一 ;

)山 ( 5
。

3 )

的要求是十 分重要的
,

也是递推算法的核心
,

它是要求 x , 同时为 ( 1
.

1) 的前 f 一 1 个方

程组解的需要
。

.

下面我们在其它计算都是精确的假设下
,

来分析 ( 5
。

3) 的条件破坏时对解的影响
。

若仅在第 j步 ()’ > 1) 时有误差

( P , , a .
) = 。 . , ,

i = 1 , 2 ,

…
,

1’ 一 l ,

这时可以验证得到的解向量

x J = x 少一 + a 夕P J

满足方程组

飞、 .̀...
,

!
,

`J.了
省J召」1,ù…己心沂

盯 匀一 1 一了

0

矛

11!
、

咨Ja+

、、

!l
jbl

。。。

b’
口了..

l
.

ee
....̀̀、 .

一一xJ

、 ,.......,了口

在第
n 步得到的解向量

x . = x
二一 : + a ,

P
, 。

从理论上讲应有

x . = x * .

但若 ( 5
.

3) 式不成立且有下列误差量

(勿
, a .

) == e . I ( 5
。
4 )

1 , 2 , “
’

, 陀

l , 2 , … ,

万一 1

则可 L)几i正 {气下l

定理 5 假设在算祛 I 中的其他量箭是精确的
,

而 净
,

} 满足 ( 5
.

4) 式
,

则 算 法 I

得到的 x
;

满足方程组

A丫劣 = 乙+ E a ( 5
。

5 )

其中
,: X ,: 矢巨阵 石 及 ,: 全注1拼

、
1虽 a 分另11为
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亡 1 2

…
尸1

”

叮 = 〔a , ,

…
, a ,

了
.

二e . ~ 1 , .

八”n
甘.

…
n
ù了了.1.̀..,,

奋

、
、

一一五

价

由 ( 5
.

5 ) 式可以看出
,

误差量 (5
.

4) 式的作用相当于在 ( 1
。

1 ) 的右端加上 扰 动 量

E a 。

这也说明
,

递推算法中影响解的两个因素是 E
, a ,

即 ( 5
.

3) 式的破坏程度及 {
a ,

} 的

排列次 序
。

综上所述
,

(5
。

3) 的条件 对递推算 法是极为重要的
,

新算法的基本思想是引进非奇

异上三角阵 W
,

使 A平 的列向量有较强的线性独立性
,

据 〔5〕可知
,

这样能使 (5
。

3) 式

不致严重破坏
,

使解有较高的精度
,

夸6 的数值结果也说明了这一点
。

答6 数 值 结 果

为了检验不同算法抗病态问题的能力
,

下列四个算 法在南京大学数学系计算数学实

验室 M C 68 0 0 0 微机上用双情度进行了计算
,

从大量的数值结果 中选用一部 分 予 以 比

较
。

为了与前面的记号一致
,

各种算法的意义为 ;

算法 I 首先对 A 作直交分解得到 R ( 月) 的直交基
,

p
: ,

P
Z , … ,

P
. ,

以此构造递推算法 ,

算法 万 就是本文 讨论的算法
一

仅 W 为 作奇异上三角阵 ( 这里取 平 二 刀丁`
)

.

然 后 确 定

P
: ,

…
,

P
二

再构造递推算法
。

算法 V 与 叙 节给出的算法 V 相同
。

直交化算法 就是传统的处理方法
,

对 : x , 饭阵 A甲作直交分解 A甲 二口
;
R : ,

由

R丁x = 口朴 得到解
x .

所解的向题是 A了 x 二 石
,

其中 A , 为下列三种情况
:

情况 1 : A下 二 〔山口
,
山 , = 1

.

价(/ 艺+ j 一 1
.

功)
,

i
,

f == 飞
,

2 ,

…
, , , 二 = 5 ,

1 0
, 2 0

, 3 0
, 4 0多

倩况 2 : A丫 = 〔 a , , 〕 , a , , = m a x (鉴
,

i )

砰青况 3 :

厂
二 〔a . s〕

-

f , 7 = l
,

2 ,

…
, *

a ,

一
a · , 一 ” . “

)
a , I == a , + 一 , , + 诊

,

称 = 5
, 1 0

,

20
, 3 0 , 4 0多

f = 1 , 2 ,

…
, ” ,

一 , + l , i
,

夕= 1 , 2 ,

…
, ” , ” 二 5 , 1 0

.

2 0 , 3 0
,

4 0 ,

上面三种情况的右端向量为 b 二 〔b : ,

外
, .

…
,

b
。

〕、 其中

b
. = 习

a , , 又 丁 f = 1
, 2 ,

…
,
”

在上面三个向题中
,

当

题
,

情况 2 是好条件向题
.

下列表中 A 表示算法 ;

是指解的相对误差大于 1 ;

: 稍大时 ( 如 n ) 1 0 )
,

情况 l 和情 况 3 是 极 端 坏 条 件 问

P 表示解的相对精度 ; N为方程组的阶数
.

表中
“ 没有精度

”

“ 没有误差 ” 是指解的相对误差接近于机器零 ,
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表 1 对情况 1 的精度比较表

直交化
’

算法 算 法 算 法 丁 算 法 V

0
。

4 15 9 1 7 E 一 0 6 0 ` 8 7 3 7 3 7 E 一 0 8

没有精度 0
.

1 3 3 3 9 0 E 一 0 2

没有精度
「

没有精度

没有精度 { 0
.

2 4 5 4 7 9 E 一 0 1

没有精度 0
。

2 3 0 8 3 5 E 一 0 1

。
9 7 0 6 6 7 E 一 1 2

。

1 8 7 7 7 9 E 一 0 7

。

3 9 6 5 6 9 E 一 0 7

。

8 9 6 3 6 1E 一 0 7

。
9 7 3 12 6 E 一 0 7

0
。

9 8 1 2 0 5 E 一 1 2

0
。
2 3 0 9 8 6 E 一 0 7

0
。

9 2 6 75 0 E 一 0 7

0
。

1 1 3 3 8 8 E 一 0 6

0
。

2 4 9 8 9 8 E 一 0 6

nUn
切
non
ù

10302040

表 2 对情况 2 的精度比较表

直交化算法 算 法 I 算 法 丁 算 法 V

0
。

1 1 1 9 1 6刀 一 1 2

0
。

1 0 1 1 3 0 E 一 1 2

0
。

2 5 9 6 4 I E 一 1 0

0
。

1 9 8 1 33 E 一 0 9

0
。

7 6 9 3 24 一 0 9

{ 誉宜资费
, .03终贯珍

! 腿赞
{ 沃书诀左 { 汉书沃左 ! 汉 们 庆瓦
} 机圣

价 、 。 、 } 。 0 。 。 八 产 ,
二

, 。 } 。 。 3
, , 0 。 二 _ 1 。

} 资早资资 ! ” ’ 。

竺塑甘二
` ”

{
“ ’ “ 、

亡竺竺止
` ”

、 仪有误左
{ `丈有误左 { 仗们 沃左

! _没万详差
: _

:

.j0 ” 2 ” ” 5 “ E 一 1 5

件
2 9` ” 5 `

今
` 2

且洲粉

从表 1可以看出
,

算法 正
、

V对极病态的问题 ( H IZb e tT 矩阵 的一 部 分 ) 有 较 高 的 精

度
,

优于传统的直交化方法
。

表 2 说明对好条件问题
,

所列的算法都有较高的精度
。

表 3 对情况 3 的精度比较 表

\ \

户严
\

.

_

\

N \
、

令
直交化方法 算 法 I 算 法 丁 算 法 V

.

…
0nUnUO

,
..

1
....
..奇
..护.

. J

Iesl一l
一n
ù八nUU八U八11ù

...百..之. .勺.... ..

0
。

4 1 8 5 14 E 一 0 8

没有精度

没有精度

没有精度

没有精度

0
.

3 5 9 5 7 7 E 一 1 0

0
。
3 5 1 5 1 2 E 一 0 2

没有精度

没有精度

没有精度

。

1 5 0 5 5 1 E 一 1 3

,

1 6 7 8 0 9 E 一 0 7

。

1 2 2 0 3 l E 一 0 6

。

4 5 4 4 9 7 E 一 0 6
.

1 6 6 8 5 5 : 一 0 5

{
。

.

1 0 0 4 2 0 E 一 1 3

3 0 1 3 0 5 E 一 0 7

4 4 4 7 1 3 E 一 0 7

6 4 4 6 4 0 E 一 0 7

1 6 0 3 7 1 E 一 0 6

510助3040

前面已经指出
,

在算法万中
,

对角线条数的不同选取对解的精度是有影响的
。

对极

病态的向题 1 和问题 3 ( 取
n 二 20 ) 我们给出下列 比较表 ( 见表 4 )

。

从表 4 可以看 出
,

对选取不 同的 k 值
,

解的精度也不同
,

但一般总 比取 W 二 I ( 即

k二 o , 传统 的直交化方法 ) 时情度有较大的提高
,

说明本文给出的算法为解病态问解提
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供了较有效的可供选择的方法
。

裹 4 对角线数 k对解 的精度的影响 肠 二 2 0)

情 况 1 情 况 3

没有精度

0
。

1 6 9 4 8 1 E一 0 1

0
。

5 1 6 8 9 5 E 一 0 2

0
。

5 4 2 6 9 5 E一 0 2

0
。

百2吐9 98 E 一 0 3

0
。

5 1 7 8 0 6五 一 0 4

0
。

3 9 6 5 6 9 E 一 0 7

没有精度
`

0
.

2 24 9 6 5 E 一 0 1

0
。

7 7 7 5 5 0 E一 0 1

0
。

54 26 9 5万一 0 2

0
。

1 1 9 3 2 5 E一 0 2

0
。

3 5 1 1 3 7 E一 0 4

0
。

1 2 20 3 1 E一 0 6

0852扭0271

下面给出在情况 1 中取
n = 06 ( 即系数矩阵为 06 阶 的 H i l b e tr 矩阵 ) 时用算法 万得

到的解 向量
,

精确解为 x * 二 ( 1
, 2 ,

…
, 6 0 )几

’

衰 s
,

情况 1 (
。 = 6 0) 由算钱丁得到的解向量

_ _

。

1 0 0 0 0 0 0 E 0 1

.

5 9 9 9 9 9 8刀0 1

。

1 1 0 0 0 0 0 E 0 2

。

1 6 0 0 0 0 0E 0 2

。

2 1 0 0 0 0 0E 0 2

。

2 6 0 0 0 0 2 E 0 2

。

3 -10 0 q 0 0 E 0 2

。

3 5 9 9 9 9 8 E 0 2

。

4 1 0 0 0 0 3 E 0 2

。

4 5 9 9 9 9 9E 0 2

.

5 0 9 9 9 9 9E 0 2

。

5 5 9 9 9 9 8E 0 2

二勿 0 0 0 0 0 E 0 1

。

7 0 0 0 9 0 3 E 0 1

。

1 2 O0 0 0 0 E O Z

。
1 6 9 9 9 9 9石0 2

。

2 2 0 0 0 O I E 0 2

。

2 7 0 0 0 0 0 E 0 2

。

3 2 0 0 0 0 0 E 0 2

。
3 6 9 9 9 9 9 E 0 2

。

4 2 0 0 0 0 0 E 0 2

。

4 7 0 0 0 0 0 E 0 2

。

5 1 9 9 9 9 9 E 0 2

。

5 7 0 0 0 0 0 E 0 2

.

30 0 0 0 0 0 E 0 1

。

7 9 9 9 9 9 4 E 0 1

。

1 30 0 0 0 0 E 0 2

。

1 7 9 9 9 9 9 E 0 2

。

2 3 0 0 0 0 1 E 0 2

。

2 7 9 9 9 e 9 E 0 2

。

3 2 9 9 9 9 7 E 0 2

。

3 8 0 0 0 0 0 E 0 2

。

4 3 0 0 0 0 1 E 0 2

。
4 8 0 0 0 0 4 E 0 2

。

5 3 0 0 0 0 1 E 0 2

。

5 79 9 9 9 7E 0 2

。

3 9 9 9 9 9 4召 0 1

。
8 9 9 9 9 8 7E 0 1

。

1 4 0 0 0 0 0E 0 2

。

1 9 0 0 0 0 0刀 0 2

。

2 4 0 0 0 0 1E 0 2

.

2 9 0 0 0 0 1刀 0 2

。

3 3 9 9 9 9 9 E O2

。

3 9 0 0 0 0 2刀 0 2

。

4 3 9 9 9 9 8 E + 0 2

。

4 9 0 0 0 0 0 E 0 2

。

5 3 9 9 9 9 8 E 0 2

。

5 8 9 9 9 9 8 E 0 2

。

5 0 0 0 0 0 8 E 0 1

。
1 0 0 0 0 0 2E 0 2

。

1 5 0 0 0 0 0 E 0 2

。
1 9 9 9 9 9 9万0 2

。
2 5 0 0 0 0 0 E 0 2

。

3 0 0 0 0 0 1 E 0 2

。

3 4 9 9 9 9 8 E 0 2

, 4 0 0 0 0 0 2 E 0 2

。
4 5 0 0 0 0 1 E 0 2

。
5 0 0 0 0 0 1 E 0 2

。
5 4 9 9 9 9 9 E 0 2

。
6 0 0 0 0 0 6 E 0 2

表 5 说明
,

尽管 60 阶的 H i lb
e rt 矩阵是极端坏条件的

,

但由算法 丁 得到的解向量仍

有 6 位有效数字
,

这是传统算法所难 以达到的
。

本文是在何旭初先生的指导下完成的
,

笔者深表谢意
,
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